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摘要 得到具有 H an sd o形 维数
, = 109 8 l/

0
妇 的 is e pr i ns ik 地 毯 F 的 H a u s de ffr 测度

的下列估值
:

尸 (列 毛
5 5 102

5
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is epr in isk 地毯与 van K oc h 曲线
,

三分 c an ot :
集和 is e甲 isn ik 垫片一起

,

是 4 个众所周知的经

典分形集 (参见
,

例如文献仁1」)
.

但是除了已知三分 c an ot r
集的 H a l l s do 进 测度为 1 之外图

,

其

余 3个分形的 H a u s do形 测度均属未知
.

51呷i sn ik 地毯预分形的联通性使它得到一个意想不到

的实际应用
.

根据 uM
ss er 阁报道

,

oM ot or la 公司所生产的手机 电话已使用具有 is erp isn ik 地毯形

状的内藏天线
,

不但效率提高 25 %
,

而且形状规整
,

不易折损
.

本文利用文献仁2」中的一个经文

献〔4」淦释 的定 理
,

给 出 is erp
isn ik 地 毯 F 的 H a t l s do ffr 测 度 的上方估值 尸 ( F ) 续 5 51 02

`

/

8 64 85 5 99 2 = 1
.

08 91 47
·

… 如 同文 献 〔4 ]所 给 出的

iS erp isn ik 垫片 H d l l s d o ffr 测度的上方估值一样
,

在一

个合理的猜测下
,

以这个估值为其一项的一个序列

单降地趋向于 H a u s d o l丑
.

测度的准确值
.

图 1 iS e rp sn ik 地毯是一个联通分形

1 iS e rp isn ik 地毯及其预分形

众所周 知
,

只有如 图 1 的联通分形集才叫做

ieS 咖 sn ik 地毯
,

M an de lb or 户〕对分形集的命名都是

模状自然物 的
.

单位闭正方形 F 。
是 is e

咖 sn ik 地毯 F 的初始

预分形
.

把 凡 剖分成 9 个边长为 13/ 的小闭正方

形
,

不取位于正中的一个
,

而作其余 8 个小 闭正方

形之并
,

记作 F l ,

是为 F 的 1级预分形
.

对 F , 的 8

个小闭正方形相似地重复上述过程
,

而最后作 科

2仪X)
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个边长为 l 9/ 的小闭正方形之并
,

记作 F Z ,

是为 F 的 2 级预分形
.

一般地
,

F 的 n
级预分形是

8n 个边长 1乃
“

的小闭正方形之并
,

如果 以 F 。 的相邻两边为坐标轴
,

那么这 8n 个小闭正方形

中的每个小闭正方形
,

其离坐标原点最近顶点的坐标 ( x’ 3
一 “ ,

y
·

3
一 “

)中的
x = x l

·

3
n 一 l + x Z ·

3
n 一 2 + … + x 。 ,

少 = 少一 3
n 一 1 + 少2

·

3
n 一 2 + … + 几

,

(
x ` ,

y ` = 0
,

1
,

2) 必满足下列逻辑条件

c (
x ,

户
= :

么( (
x ` , ` V ( , “ ` ) ) ( l )

这里 V表示析取
“

或者
” ,

八表示合取
“

并且
”

.

2 覆盖系的选取

分形理论的经典文献「2」中的定理 9
.

3
,

经文献〔4〕所作的诊释
,

是求自相似集 Hau s do 甫 测

度上方估值的基本工具
.

现在应用这个定理 (参见文献「4 ]定理 B )的关键
,

在于含参数的覆盖

系的选取
.

参数的存在便于做最优化选择
.

用 2 级预分形 凡 的 麟个小闭正方形的每一个与

F 作交
,

我们得到 F 的 64 个相似形
,

暂称为小地毯
.

其中
,

如果有 4 个小地毯共有一个顶点
,

我们把它们重新拼成一块 四方联
.

虽然有各种可能的不同选择
,

但最终总能得到 8 块 四方联
,

见图 2
.

对每一块小地毯 的四方联
,

以每个小地毯共有

的顶点为中心
,

以 无
·

3
一 “ 一 2为半径作 圆

,

其中

凡 == 无1
·

3
n 一 ` + 无:

·

3
n 一 2 + … + k

。

( 无
、 = o

,

1
,

2 )
.

记这些 圆为 iU (
n ,

k )
,

i 二 1
,

2
,

…
,

8
.

设 nF
+ 2
的

8n
十 2
个小闭正方形 中

,

完全被 U借
二 I iU (

n ,

k) 覆盖 的

小闭正方形共有 32 nP (动个
,

那些没有被 它覆盖或

者不 能 完 全 被 它 覆 盖 的 小 闭 正 方 形 总 共 为

J
= 8n

十 2 一 32 尸
。

(的个
.

对这 J 个小 闭 正方 形 的 每

一个
,

都相似地重复上述过程
,

我们得到 S J 个半径

为无
·

3
一 2( n 十 2 )的圆 iU (

n ,

无)
,

i = 9
,

10
,

…
,

8 ( l + J )
.

循此下 去
,

最终 得到 F 的一 个 几 乎处 处 覆 盖 系

} iU (
n ,

k ) }凡
1 ,

其中 v s ( 1 + J +
. 、

.

+ , , 一 , ) , `
(

n ,

无) 是半

径为 无
·

3
一

( j
` 1) (

n ` 2)的圆
,

i = l
,

2
,

…
,

s j j
,

j = O
,

1
,

·

… 由是

...
rrrrrrrrrrrrrrr
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图 2 在 凡 的 醉个小闭正方形的剖分下
,

选取 F 的 8 块四方联

习…“ (
n ,

k ) 1
` =

艺 s了, ( 2、
·

3
一 ( ,

+ , ,`
n + 2 ,

= z 一 了
.

3
一

(
n + 2 )

· 二

从而由文献「4」的定理 B得

命题 1 对任意正整数
n 和 1簇 k鉴 3n

,

有

( Z k )
`

4凡 ( k )

, _ , _ 、

( Z k )
`

厂 气户 ’ 落 可瓦又飞万
,
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薰薰薰

(((

暴暴暴暴暴翼翼翼翼

其中 nP (劝是放大了 3
“

倍的 is e

咖sn ik 地毯被

中心在地毯 的一个顶点半径为 k 的圆所完全

覆盖的
n
级预分形的小闭正方形的个 数 (见图

3
,

由于放 大这些 小闭正方形 现在 已是单位正

方形 )
,

即

尸
。

( 、 )
=

艺 艺 : ( C (
x ,

: ) )
y 二 0

其中 [ ]表取整数部分
,

c (
x ,

了 )如 ( 1 )所定义
,

而 X ( B )
=

1( 若 B 为真 )或 0( 否则 )
.

3 p
。

( k )的简化和对 k 的最优化

选取

命题 2 设 t 二 r l
·

3
n 一 ` + t Z

·

3
n 一 2 + … + t

n

图 3

其中

其中

放大 3n 倍的 is erp isn ik 地毯与半径为 k 的圆 和 ` = ` l

1
,

2
.

令

·

3
n 一 l + x Z

·

3
n 一 2 + … + x 。 ,

t i , x i = 0
,

( r } x
)

= r l
.

3
n 一 l + t Z

.

3
n 一 2 + + t i 3

n 一 `

i < n ,

是使 戈 = l 且 t` = 1 的最小下标 ; 或者 i = n ,

如果这样的 i 不存在
.

我们有

nP k( )
=

习艺
另 = 0 1 = 1

夕
` 2
一

“ `了` ,` 1一 `
·

户,

(号)
了

里
1“

d (
a

)
二

l
a 一 l 而夕

=

夕
1

·

3
几 一 ’ +

夕
2

·

3
“ 一 2 + … +

夕
。 =

(【丫、 2 一
(
二 + l )

,

]
一 1…

二

)

证 从 夕和 z ( (C
二 ,

户 )的定义可知

习 x ( e (
二 ,

, ) )
=

y 二 0

现在用数学归纳法证明
,

对所有正整数
n
有等式

全
: ( c (

x ,

, ) )
·

全
、 ( c (

x ,

, ) )
=

. 几

客
夕
` 2

一
`了̀ ,` 1一 (一 , ,

(号)
,

里
1“ `凡

成立
.

事实上
,

此等式对
n 二 l 成立

,

因为此时它即是

了 -

艺 x ( c (
二 1 ,

: ) )
=

夕
12

一 “ ( y , ’ “ 一 己`
· 1”

y 二 0

而这是可以通过枚举验证的
.

设需要证的等式对某个
n 已成立

,

我们去证 明它对
n + 1 也成

立
.

设此时处在

3 y + 少几 + l

x 和 y 位置上 的相应变量分别为

: ( 。 (
二 ,

了) )
=

全
: ( 。 (

二 ,

, ) )

3二 + x 。 + l和 3少 + 少。 + 1
.

我们有
3 y+ y n+ l

艺 义 ( C (
x ,

, ) )
少 = 3了+ l

艺:y0

= 2
{鲁)

J“ 一 ’

立
; ( 。 (

二 ,

, ) )
十

夕
。 十 12

一 己 (、
。 + , ) ( 1一 、 (

· 。 十 , ) )
.

、 ` , 了 二 0

把归纳法假设代入上式末端
,

整理得
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3 y + y , + l

习 x ( C (
x ,

, ) )
==

y二 O 客
夕
` 2

一
子

:

) ( 1

一 (号)
,

奚
1 “ ` ,

这就是所需要证的
.

利用命题 2计算 nP ( k)
,

复杂性要小得多
:
从 O (尸 )降至 口 ( 几109 劝

.

由是
,

我们对 几在

3n
一 ’ 簇 k < 3n 范围内进行有限步优化搜索

,

即对
n = 1

,

2
,

3
,

…
,

计算出使

粉
: 二 m `一 ’

“ 一 ’ ` “ ` ’
“

的 k = k
。

和尸
。

( k
。

)的值
.

我们有

定理 1 成立不等式

尸 ( z尸) 毛 l im
( 2无

。

)
`

4 p
。

( k
。

)

其中的相关数值见表 1

定理 1 的相关数据

4氏 ( k
。

)
( Z k

。

)
`

4 nP ( k
。

)

4 3
.

47 7 566 …

5 6 1
.

39 5 0 86 …

3 92 1
.

2 1以y7 4
.

二

3 37 6 1
.

12肠 2 3…

26 3 7 2 1
.

10 136 3…

2 114 28 1
.

的 29 34 …
168以巧8 1

.

《从辫 1.2 二

l 3 5 15( 污巧 1
.

08 9 53 2…
108 1以84 8 1

.

0 892 44 …

8 6招5 5卯 2 1
.

0 89 147 …

0Ù
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4 对准确值的猜测

如同讨论 iS e

加ns ik 垫片的文献「4 〕一样
,

我们需要一种理论
,

来判断 F 的最优覆盖是否存

在于或渐近地存在于覆盖系 } iU (
n ,

k ) }咒
,之中

.

我们猜测其然
.

基于这个猜测
,

有

sH ( F )
二 l i m

( Z k
。

)
’

4 nP ( k
。

)
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